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研究ノート 

テンソル分解のマーケティングへの適用可能性 

朝野煕彦 

概要 

Osgood ら(1957,1962) は「個人」「評価尺度」「概念」という３相構造のデータを分析

する semantic differential scales、略称 SD 法を提唱した。これが社会科学におけるテ

ンソルの最初の提唱だった。 

今日では３相データはより一般的な N 階テンソルの枠組みで分析できるようになっ

ている。N 階テンソルは信号処理、医療画像解析など技術系の情報処理で活躍して

いる。本ノートではテンソル分解が SD 法から派生してきたという歴史をたどる。そのうえ

でマーケティング分野へのテンソルデータ解析の適用可能性を検討する。 

キーワード：SD 法、３相因子分析、テンソル分解、HOSVD 

 

１． テンソルの概念 

具体例で説明した方が分かりやすいので、ここでは SD 法のデータ構造をテンソル

として記述しよう。 

サンプル𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝐼、変数𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝐽、概念𝑘 = 1,2, ⋯ , 𝐾 

i,j,k の３つの添え字をインデックスにしたデータを𝑋𝑖𝑗𝑘と書き、データを一括して書記

体でテンソル X と書く。インデックスはデータの「所番地」だと理解すればよい。データ

サイエンスおよび機械学習ではこのインデックスの数を階数と呼んでいる。ベクトルは1

階のテンソル、行列は２階のテンソル、N 個の添え字が必要なら N 階のテンソルと呼ぶ。 

またランクは線形空間を張る一次独立なベクトルの最大数だが、テンソルでは次元

を打ち切り数という意味で使うことがある。 

𝑋𝑖𝑗𝑘 は３相から成るが、Tucker（1966）は各相をモード(mode)と呼んだ。３つのモード

にそってテンソルを展開（unfolding）した行列を X1,X2,X3 と書く。 

X1：サンプル i を行にあてて列は変数と概念を組み合わせた J×K 列 

X2：変数 j を行にあてて列はサンプルと概念を組み合わせた I×K 列 

X3：概念 k を行にあてて列はサンプルと変数を組み合わせた I×J 列 

それぞれモード 1,モード 2,モード 3 にそった展開と呼ぶ。図 1 に示すように展開行

列はテンソル X の全要素を行列に並べなおしたものである。展開行列の狙いは行に

選んだ相にフォーカスして残りの 2 相の情報を反復（repetition）として扱うことにある。 
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図 1 テンソルのモード 1 展開 

 

展開行列は実行列なので①のように特異値分解(singular value decomposition)がで

きる。特異値分解を SVD と略する。Λは特異値を主対角要素とした対角行列であり、

正の特異値が大きい順に並んでいるとする。U と V は正規直交行列である。 

 

𝑋1 = 𝑈1𝛬1𝑉1
𝑇 ,   𝑋2 = 𝑈2𝛬2𝑉2

𝑇 ,    𝑋3 = 𝑈3𝛬3𝑉3
𝑇     …………① 

 

３つの展開行列の打ち切りランクを R1,R2,R3 とする。モードごとにランクは変わりうる

のでモードランクと呼ぶ。そして左特異行列𝑈𝑛(𝑛 = 1,2,3)  からモードランクだけ特異

ベクトルを抽出し列に関して正規直交化したのが行列 A,B,C である１。A,B,C は原デ

ータの factorization (分解)という意味で因子行列(factor matrix)と呼ぶ。因子と言って

も因子分析でいう因子とは異なる。 

A:サンプルの因子行列 I 行 R1 列  特異値は大きい順に R1 個 

B:変数の因子行列    J 行 R2 列  特異値は大きい順に R2 個 

C:概念の因子行列    K 行 R3 列 特異値は大きい順に R3 個 

このように各モードについて対等の処理を行い A,B,C を導く。なお実数の矩形行列

が最小二乗の意味で低ランク近似できることは Eckart と Young (1936)が証明した。今

から約 90 年前の彼らの定理が今日のテンソル分解の数学的基礎になっている。次に

３階テンソルを解析する３通りのアプローチを説明しよう。 

 

２． HOSVD 

まず Lathauwer ら（2000）の高階特異値分解 HOSD(higher order SVD)を紹介する。

テンソル X を縮約２して得られるコアテンソルが②の G である。この G はテンソル X の

ミニチュア模型だと解釈すればよい。 

 

 𝑮 = 𝑿 ×  1A ×  2B ×  3𝐶      …………………② 

 

②の意味を説明すると、右辺最初の𝑿 ×1 𝐴の部分がモード 1 積×1 から得られるテ
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ンソルである。さらに n モード積×𝑛を繰り返すことでテンソルを縮約している。なおここ

では第１、第２、第３の順にモード積をとったが、この順番を入れ換えても同じコアテン

ソルに到達する。 

ここで②のアルゴリズムを整理しよう。モード n 積をとる関数を mnf として、その引数

を（対象テンソル,因子行列,モード）とすれば、次の再帰的な適用によってコアテンソル

G が導かれる。 

  

   

  

 

 

 

テンソルY1,Y2,Y3 の次数は順に(R1,J,K)⇒(R1,R2,K)⇒(R1,R2,R3)へと縮約される。

線形代数に慣れた人なら次の行列計算の方が理解しやすいだろう。 

  

𝐺1 = 𝐴𝑇𝑋1(𝐶 ⊗ 𝐵),  𝐺2 = 𝐵𝑇𝑋2(𝐶 ⊗ 𝐴),   𝐺3 = 𝐶𝑇𝑋3(𝐵 ⊗ A) ……③ 

 

③の最初の式は、モード 1 にそったテンソルの展開行列 X1 から出発して行列 G1 を

導くまでの計算過程を示している。記号⊗はクロネッカー積である。図 2 にモード 1 に

そった展開と畳み込みを図解した。このように G1 を畳み込むだけでコアテンソルが導

かれるので、③に書いた G2 と G3 の計算式は冗長である。 

 

   

  図 2 モード 1 にそった展開と畳み込み 

 

最後に X と G の関係を述べよう。Tucker（1966,p293）は入力テンソルとコアテンソ

Y1=mnf(X,A,1)   

Y2=mnf(Y1,B,2) 

Y3=mnf(Y2,C,3) 

G = Y3 
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ルの要素の二乗和は等しいと述べている。④は Tucker の主張をフロベニウスノルム

(Frobenius norm)の二乗で書き直したものである３。 

 ‖𝑋‖𝐹
2 = ‖𝐺‖𝐹

2   …………………………④ 

④が成り立つのは、入力テンソルが exact に分解できた場合に限る。実際にはテン

ソルを低ランクで近似するので④は近似的な関係≈にとどまる。 

 

■ HOSVD の特徴 

１）HOSVD は 3 階から N 階に拡張できる 

２）因子行列は列に関して直交化されているので解釈しやすい 

３）コアテンソルはモード間の交互作用を意味するが解釈しにくい 

４）因子行列とコアテンソルから元のテンソル X を近似的に復元できる 

５）テンソル分解の結果はデータ生成器として利用できる 

 

３）の短所と４）の長所は二律背反といえる。コアテンソルは各モードの直交基底に

射影したテンソルであり、 モード間の交互作用を意味する。しかし数値はテンソルの

スケールに依存するので大きさの評価が難しい。 

４）は展開の逆操作のことである。テンソルではそれを畳み込み（folding）と呼んでい

る。具体的な計算式は⑤式の通りである。 

  𝑋𝑖𝑗𝑘 = ∑ ∑ ∑ 𝑎𝑖𝑝𝑟𝑞 𝑏𝑗𝑞𝑝 𝑐𝑘𝑟𝑔𝑝𝑞𝑟  ……………………⑤ 

⑤の総和記号の添え字は順に p=1,2,…,R1、q=1,2,……,R2、r=1,2, ……,R3 と変化

する。なぜ復元できるのかをここで説明しておこう。まず③の G1 の右から(𝐶 ⊗ B)𝑇を

掛けて４ 

 𝐺1(𝐶 ⊗ B)𝑇 = 𝐴𝑇𝑋1(𝐶 ⊗ 𝐵)(𝐶 ⊗ B)𝑇 

  = 𝐴𝑇𝑋1(𝐶𝐶𝑇 ⊗ 𝐵𝐵𝑇) = 𝐴𝑇𝑋1(𝐼𝐾 ⊗ 𝐼𝐽) = 𝐴𝑇𝑋1𝐼𝐽𝐾 = 𝐴𝑇𝑋1 

次に左から𝐴を掛けると𝐴の張る空間への射影子𝐴𝐴𝑇が得られて 

 𝐴𝐺1(𝐶 ⊗ 𝐵)𝑇 = 𝐴𝐴𝑇𝑋1 = 𝑋1  

 𝑋1 = 𝐴𝐺1(𝐶 ⊗ B)𝑇   …………………………⑥ 

したがって⑥で展開行列 X1 を求めて、それを畳み込めば元のテンソル X が復元で

きる。 

 テンソル全体を記録するよりもテンソル分解した結果を記録する方が情報圧縮になる。

I=J=K=100 で R1=R2=R3=10 という小さなケースで単純に記録するデータ数を比べると

テンソル分解による圧縮比(compression ratio)は 
10×10×10+3(100×10)

1003
= 0.004  なので、

テンソルの 0.4％で済む。大規模データほどストレージの効率があがる。 

⑤のテンソルの復元は簡単なので、シンセティックデータの生成器としてテンソル分
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解が利用できる。その際は適当な乱数項を⑤に追加すればよい。 

さてテンソルの復元精度の評価法であるが、X が入力したテンソルで、𝑿̂ が復元さ

れたテンソルだとすれば再構成の誤差は‖𝑋 − 𝑋̂‖
𝐹
であり、標準化した精度は⑦の通り。 

𝐴𝑐𝑐𝑢𝑟𝑎𝑐𝑦 = 1 −
‖𝑋−𝑋̂‖𝐹

‖𝑋‖𝐹
 …………………………⑦ 

R1,R2,R3 を大きく設定すれば精度を高められる。しかし低ランクで近似することがテ

ンソル分解の目的なので、100％の Accuracy を目標にするわけではない。  

さて HOSVD で SD 法の問題はすべて解決できたと思うかもしれないが、そうではな

い。HOSVD によって‖𝑋 − 𝑋̂‖
𝐹

2
 が最小化できるという保証がないからである。Eckart

と Young が主張したのは行列の場合には誤差を最小化できるということであり、テンソ

ルを対象にした主張ではない。HOSVD の解を改善する方法については後でふれる。 

 

３． タッカーの３相因子分析 

Tucker(1964,1966)は古典的な SD 法が個人差を扱ってこなかった欠点に着目して

３相因子分析（Tucker3）を提唱した。彼の提案は今日のテンソル分解とほぼ同じだっ

た。 

ただし Tucker(1964)の three-dimensional matrices という用語は適切ではなく多重

配列あるいはテンソルと呼ぶべきだった。行列なら２階だからである。また推定のため

のランクの決定法が未解決だった。さらに Tucker は固有値分解を用いたが、固有値

分解は SVD よりも迂遠な方法だった。その後 Kroonenberg ら(1980)が、因子行列

A,B,C のうち２つに初期値を与え、残る 1 つを推定し、順次推定パラメータを交代して

いくという ALS（交互最小二乗法）を用いた Tuckals3 を提案した。ただし Tuckals3 に

は初期値依存性があるので、その初期値をどう定めるかという問題が残った。このよう

に多少の問題はあったにせよ、Tucker(1966）の提案はほぼ正しかった。 

近年Andrzej (2016)はタッカー分解を含めて複数のテンソル分解を組み合わせた柔

軟なモデリングを提案している。横田（2024）は HOOI（Higher-Order Orthogonal 

Iteration）といって ALS の初期値に HOSVD の結果を用いて解を改善する方法を示し

ている。また Todorov ら（2026）は Tucker3 のパラメータを推定する rrcov3way という R

のパッケージを公開している。このようにテンソルデータの解析は近年研究が進んで

いる。 

さてＳＤ法のデータに HOＳＶＤを適用するには何通りかの手順が考えられる。たとえ

ば次のような割り当てが可能だろう。 

モード１：ブランドＩ 

モード 2：イメージ変数Ｊ 
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モード 3：条件の違い K 

条件の違いとして、マーケティングでは広告キャンペーンの前か後かという時点の

違いを使うことがある。 

 

４． 因子分析 

Osgood ら(1957)は SD 法のデータを因子分析してバリマックス回転した。Green ら

（1967）によれば、アメリカでは 1964 年からマーケティング導入が始まったという。また

志津野(1984)は 1960 年代の日本はアメリカから新しい調査技法が次々と輸入された

華やかな時代だったという。日本では SD 法をイメージ調査に借用したことを率直に述

べている（同書 47-48 頁）。 

この時代に Osgood にならって両極尺度のデータを因子分析する一連の手順が慣

用化された。Worcester（1972）のハンドブックその他を介して SD 法が制度化された時

代だった。SD 法の運用にあたっては、すでに述べたモード２の展開を行い、次にイメ

ージ変数の相関行列を求めることが多かった５。 

行：J 個のイメージ変数 

列：サンプル I とブランド K の組み合わせ 

さらに簡単に処理するために、あらかじめサンプルに関して平均をとって J 行 K 列

の行列を作ってから分析する慣用もあった。 

いずれにしても変数間の相関行列に情報を集約するのだから個人差の情報は行列

分解に反映されない。そのため個人によるイメージ空間の違いを知ることがマーケティ

ング課題の場合は、あらかじめ消費者をグループに分けてデータ行列を作り、グルー

プごとに因子分析することもあった。このアプローチは因子空間の比較というさらなる

問題を引き起こす。 

 

■ テンソル分解と因子分析の相違 

１）因子分析は回転が任意なので、分析者は自分の仮説を支持する回転結果を選

ぶことができる。概念の普遍性という仮説検証が目的だったにもかかわらず探索的な

因子分析を用いたオズグッドの研究法は適切でなかった。それに対して HOSVD の解

には回転の自由がないのでその点では任意性が低い６。 

２）HOSVD は非対称テンソルの直交基底を求める方法なので、各モード間の次元

は異なる。仮に次元数を同数に指定したとしても A,B,C の次元はそれぞれ別空間に

属する。そのため HOSVD による A,B,C の推定値を同一空間にジョイント・プロットする

表現には数理的な根拠がない。それに対して、因子分析から得られる因子得点と因

子負荷量は同一次元に属する。なぜなら因子分析は一つの実対称行列の固有値問

題に帰着するので、固有ベクトルを一組抽出するだけだからである。従って解釈性と

いう面では因子分析に有利さがある。 
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３）SD 法の３相データ構造はテンソルそのものだった。HOSVD であれば分析結果

から元のテンソルを Accuracy の範囲で復元できる。それに対して 2 相データ用の因

子分析から３相の原データを復元することはできない。データの復元性という意味では

HOSVD が優れている。 

 

５． マーケティングにおけるテンソル分解の応用 

Zhang ら (2021) は POS デ ー タ に テ ン ソ ル 分 解 を 適 用 し た dynamic tensor 

recommender system を提案している。Zhang らは IRI のマーケティングデータを CP

分解（canonical polyadic decomposition）で分析し売り上げ予測にテンソル回帰を使用

した。なお CP 分解にはコアテンソルが無く各相のランクは等しい。したがって CP 分解

は HOSVD の特殊なケースとみなせる。 

さて消費行動はしばしば次のような多相的な構造を持っている。 

誰が（ユーザー／セグメント） 

何を（商品／コンテンツ） 

どこで（チャネル／媒体） 

いつ（時間帯／キャンペーン期間） 

どういう状況で（文脈／オケージョン） 

変数が多いなら多変量解析を使えば済むと思うかもしれないがそうとも言いきれな

い。たとえば評価変数が多いので次元を縮約する事態を考えよう。購入時期や購入場

所というモードの異なる変数を評価変数と一緒に次元縮約して何の意味があるだろう

か。テンソル分解ならモードの違いを区別しつつデータ解析できる。 

 

６． 討論 

本稿では今日のテンソル分解の一つの源流がオズグッドの SD 法にあったことを指

摘し、SD 法⇒3 相因子分析⇒HOSVD という研究の連鎖を述べた。もう一つの源流で

ある多重配列データの特異値分解に関しては日本の吉澤（1976）が先駆的な研究を

行っている。それにもかかわらず信号処理や機械学習のコミュニティで吉澤の研究が

引用されることはほぼない。一部の学会に偏ることなくテンソルデータ解析を広く展望

したレビューが望まれる。 

最後にマーケティングでテンソルデータ解析を応用するために解決すべき課題と疑

問点を指摘しよう。マーケティング固有の目的と制約の中で、テンソルをどう設計すれ

ばよいかが共通した課題である。 

１）３階のテンソルはごく単純化していえば記録単位 i について多変量データ j と何

らかの状況情報ｋが付随したデータである。その記録単位は個人に限らず都道府県

や企業、自社の店舗、施設などを記録単位にとってよいはずである。そして記録の年

度をｋとすればテンソルデータが構成できる。 
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２）本稿では基準変数を持たない HOSVD を紹介した。一方で、 売上や購買行動

を基準変数としてテンソルを説明変数に用いるテンソル回帰 （scalar on tensor 

regression）も重要な方法である。テンソル回帰は Zhou ら(2013) などいくつも提案がな

されている。 もともと医療画像解析から発展した手法だが、POS データや広告効果分

析などマーケティング領域へも応用されはじめている。つまりテンソルデータ解析は次

元縮約から予測と意思決定へと広がりつつある。 

３）テンソル分解できる尺度水準は何か。購入金額のような連続量、そして購入の有

無のような２値データはそのまま分析できる。しかし名義尺度と順序尺度のデータには

数量としての意味がないので何らかの前処理が必要になる。順序埋め込み(ordinal 

embedding)による変換、そして名義尺度の one-hot ベクトル表現などが必要になる。 

４）テンソルの設計にあたっては相内は同質で、相の間は異質な情報を配置するの

が通例である。しかし相と相の因果関係はコアテンソルからは分からない。多相間の関

係を表現する既存の方法として SEM がある。相を潜在変数とみて SEM で表現できる

可能性がある。SEM とテンソル分解の統合ができれば解釈上も有用だろう。 

５）社会科学は実験科学と異なり観測数にアンバランスが生じる可能性がある。「ユ

ーザー、ブランド、オケージョン」の組み合わせに偏りが生じるのは当然である。それに

加えてスパースなデータへの対応も必要になる。 

６）テンソルのモードごとに特異値が求められるが、テンソルにおける各モードの重

要度をどう評価すればよいか。要因の寄与率に相当する指標化ができるだろうか。 

７）マーケティング分野には従来からＩＤ付ＰＯＳデータやシングルソースデータが存

在していた。購買や取引を単位にした多相的なデータが得られているのでテンソルと

して設計するのは自然だろう。すでに各企業ではテンソルデータ解析を実験し実務に

導入しているのだろうか。 

         （２０２６年 10 月 20 日） 
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１行列 A,B,C を因子負荷量と呼ぶのは因子分析と混同されるおそれがある。因子分析は共通性の

推定と因子の回転を核心とするので、SVD とは別物である。同じく Worcester (1972、p92)は、

PCA を因子分析と呼ぶ口語用法がマーケティング・リサーチ関係者にあったと指摘している。 
２ ここでの𝐴′

1は I 次元のベクトルを R1 次元のベクトルに写像する線形変換を意味する。R1 次元

の空間への射影子は𝐴(𝐴𝑇𝐴)−1𝐴𝑇 = 𝐴𝐴𝑇である。 
３ Frobenius norm はテンソルの各要素の二乗和の平方根で定義される。 
４ ここでは (𝐴 ⊗ 𝐵)(𝐶 ⊗ 𝐷) = 𝐴𝐶 ⊗ 𝐵𝐷、(𝐴 ⊗ 𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇 ⊗ 𝐵𝑇、列直交行列に関しては 

𝐴𝑇𝐴 = 𝐼 を用いて展開すればよい。 
５因子分析は相関行列の主対角要素を共通性の推定値に置き換える。単なる相関行列の固有値

分解ではない。 
６同じ分析を繰り返すと次元ごとに正負が変わるので符号に関する不定性がある。 
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